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Abstract
The main of this thesis is to study the problems of free surface potential ow of an in viscid
incompressible uid. The ow is assumed to be study two dimensional and irrotational. The
problemsare formulated as an integral equation for the unknown shapes of the free surface.
This equation is then discretized and the resulting algebraic equations are solved by Newtons
method. We take into account the e¤ect of surface tension and the e¤ect of gravity. In this
case, the problem is characterized by two-parameters : the inverse Weber number and the
Froude number . These problems is solved numerically by using boundary integral equation
technique. More specically, the numerical method used is based on an integro-di¤erential
equation reformulation. In our thesis, we studied three problems :
1- Free surface ow over a triangular depression.
2- Free surface ow over a two triangular depressions.
3- Free surface ow under a sluice gate.
Keywords : Free surface ow, potential ow, Froude number, Weber number, integro-di¤erential
equation, surface tension, gravity.
Résumé
Le but de cette thèse est détudier les problèmes dun écoulement potentiel, bidimensionnel
à surface libre dun uide incompressible et non visqueux. On suppose que lécoulement
est stationnaire et irrotationnel. Les problèmes reviennent à la résolution de léquation de
Laplace dans le domaine de lécoulement avec des conditions aux limites non linéaires sur la
surface libre de forme inconnue. On tient compte de le¤et de la tension de surface et le¤et
de la gravité. Dans ce cas, le problème se caractérise par linverse de nombre de Weber et
le nombre de Froude . Il résout numériquement. Nous adoptons la méthode numérique en
utilisant déquation integro-di¤érentielle. Le problème se réduit à un système algébrique de
N équations non linéaires quon résout par la méthode de Newton. Dans notre travail, on a
étudié trois problèmes :
iii
1- Ecoulement à surface libre sur une dépression triangulaire.
2- Ecoulement à surface libre au dessus de deux dépressions triangulaires.
3- Ecoulement à surface libre sous un barrage.
Mots clés : Ecoulement à surface libre, écoulement potentiel, nombre de Froude, nombre de
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Introduction
Plusieurs applications dans la mécanique du uides comportent lintersection des surfaces
libres avec des parois rigides. Un exemple classique est lécoulement produit par lintersection
de la ligne de courant (surface de leau) avec la coque dun bateau. Dans cette thèse nous
nous restreignons aux écoulements potentiels et bidimensionnels. On suppose également quil
ny a pas de vitesse dans la troisième dimension. La raison pour laquelle on suppose que les
problèmes découlement soient bidimensionnels est que la théorie de fonctions analytiques
puisse être appliquée, ce qui permet aux solutions numériques dêtre obtenues. On suppose
également que lécoulement est stationnaire et irrotationnel et le uide est incompressible et
non visqueux. Létude et les résultats sont présentés sur la nature des singularités qui peuvent
se produire à lintersection des surfaces libres et les parois rigides.
Comme nous allons le voir, les problèmes reviennent à la résolution de léquation de Laplace
dans le domaine de lécoulement avec des conditions aux limites non linéaires sur la surface
libre qui est de forme inconnue. Nous adoptons une méthode numérique de discrétisation
de tout le plan de lécoulement en utilisant des transformations conformes qui réduisent le
problème de discrétisation uniquement sur la surface libre.
Lorsque les e¤ets de la force de la tension de surface et de la gravité sont négligés. La
solution du problème est obtenue explicitement et la forme de la surface libre est déterminée
paramétriquement en utilisant la théorie des lignes de courant libres et des transformations
conformes voir Gurevich [21]. Dans le cas où le¤et de la tension de la surface est prise en
compte ou la force de gravité est non nulle, le problème ne peut être résolu que par une
approche numérique à cause du terme non linéaire gurant dans la condition au bord de la
surface libre. La solution est obtenue en utilisant la méthode déquations intégrales qui a été
1
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traitée par plusieurs auteurs, citons : King et bloor [33], Forbes et Schwartz [15], Jean Marc
Vanden-Broeck [44] et P. Guayjarernpanishk et J. Asavanant [20]. Le problème est caractérisé
par linverse du nombre de Weber  si la tension de la surface est non nulle (T 6= 0) et le
nombre de Froude Fr si la gravité nest pas négligeable (g 6= 0).
Ce travail est composé de quatre chapitres et annexe :
Le premier chapitre contient quelques notions préliminaires concernant les écoulements
potentiels, bidimensionnels et les équations générales du mouvement des uides.
Dans le deuxième chapitre, on étudie le problème dun écoulement potentiel, bidimension-
nel dun uide incompressible et non visqueux passant au dessus dune dépression de forme
triangulaire. Si les e¤ets de la tension de surface et la force de gravité ne sont pas négli-
geables, dans ce cas, le problème sera caractérise par linverse du nombre de Weber  et le
nombre de Froude Fr. Nous adoptons la méthode numérique déquation integro-di¤érentielle.
Le problème se réduit à un système algébrique de N équations non linéaires quon résout
par la méthode de Newton. On constate que lalgorithme converge pour tout  > 0 et pour
tout Fr > 0: On détermine la solution pour chaque valeur de linverse du nombre de Weber
 > 0 et pour chaque nombre de Froude Fr > 0:
Le troisième chapitre traite le problème dun écoulement au-dessus de deux obstacles
de formes triangulaires, en tenant compte de le¤et de la tension de surface et le¤et de la
gravité. Dans ce cas, on peut résoudre ce problème numériquement en se basant sur la même
méthode décrite dans le chapitre précédent. On constate que daprès les résultats obtenus
que la solution du problème existe et elle est unique pour tout linverse du nombre deWeber
 et tout nombre de Froude Fr.
Dans le quatrième chapitre, on présente létude du problème dun écoulement potentiel
dun uide incompressible et non visqueux sous un barrage douverture inclinée faisant un
angle  avec lhorizontal telle que 0 <  <

2
dans le cas où lon tient compte particulièrement
de le¤et de la tension de surface et le¤et de la gravité. La solution exacte du problème
envisagée est impossible à obtenir à cause de la présence du terme non linéaire intervenant
dans léquation de Bernoulli. Pour cette raison, on résout le problème par une approche
2
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numérique. La méthode utilisée dans ce chapitre est la même utilisée dans les chapitres
précédents. La solution sera déterminée pour chaque valeurs de  et Fr: Notons quil existe
deux surfaces libres, la première avant louverture du barrage avec des ondes mais la deuxième
après louverture est sans ondes. Ces résultats ont été conrmés par P. Guayjarernpanishk
[20] et Vanden Broeck [44] dans le cas la gravité nest pas négligé et la tension de la surface
est nulle.
Ce travail est complété par une annexe où on présente la méthode de Newton pour la
résolution dun système déquation non linéaire et la règle de trapèze.
3
Chapitre 1
Notions préliminaires sur la
mécanique des uides
1.1 Introduction
Pour décrire en terme de mathématiques létat dun uide en mouvement est quen chaque
point P (x; y; z) du domaine de lécoulement et à chaque instant on puisse déterminer un
certain nombre de propriétés physiques : pression p; masse volumique ; vitesse V ... etc et
que toutes ces quantités qui sont des fonctions des variables x; y; z et de linstant t soient
des fonctions continues en ces variables.
1.2 Description lagrangienne
Cette méthode consiste à étudier les di¤érentes quantités ( masse volumique , température
T , pression p... etc ) pour chaque particule individuellement, lors de son mouvement.
Dans la description lagrangienne, on décrit le mouvement par les trajectoires des particules
didentités déterminées. On rappelle que la trajectoire est le lieu géométrique des positions de
la particule au cours du temps. Lidentité dune particule est donnée par sa position initiale
M0 (x0; y0; z0) : La description du mouvement est donc de déterminer le vecteur position
4
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 !x (M0; t) à tout instant t pour toutes les particules du uide
 !x =  !x (M0; t) où  !x =  !x (x0; y0; z0; t)
cest-à-dire
xi = xi (x0; y0; z0; t)
1.2.1 Vitesse et accélération
Vitesse
Pour une particule uide donnée, i.e., pour
 !











soit, en notation tensorielle :






Pour une particule uide donnée, i.e., pour
 !












soit, en notation tensorielle :






La méthode dEuler consiste à décrire lécoulement en donnant les composantes du vecteur
vitesse et autres quantités physiques en chaque point de lespace, i.e., on xe un point dans
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lespace et on remarque les variations des quantités liées aux particules du uide passant par
ce point.
- A linstant t1, on détermine enM une particule P1 de vitesse
 !
V et dautres caractéristiques
physiques K.
- A linstant t2 = t1 + dt, on trouve au même point M de lespace, une autre particule P2 de
vitesse et des caractéristiques physiques di¤érentes.




V (P1; t1) =
 !
V (x; y; z; t1)
et
K = K (P1; t1) = K (x; y; z; t1)




V (P2; t2) =
 !
V (x; y; z; t2)
K = K (P2; t2) = K (x; y; z; t2)
1.4 Dénitions
1.4.1 Dérivée partielle et dérivée matérielle




V (X; t) et les autres
caractéristiques sont données en fonction du point X de lespace et du temps t indépendam-
ment de la particule du uide qui occupe le point X au temps. On doit di¤érentier entre




: la dérivée partielle
@
@t
est une dérivée partielle usuelle en consi-




: la dérivée matérielle
D
Dt
est la dérivée partielle par rapport au
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temps dune caractéristique dune particule donnée.
A linstant t, une particule P occupe le point de lespace M1 (x; y; z) et à linstant t+t; la
même particule P occupe un autre point de lespace M2 (x+x; y +y; z +z) :
Alors, on a
    !








































































Lorsque les points M1 et M2 représentent les positions successives dune même particule de










avec v1; v2; v3 sont les composantes de la vitesse
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où ^ désigne le produit vectoriel et rot !V est le rotationnel du vecteur  !V .
1.4.2 Écoulement stationnaire
On appelle écoulement stationnaire ou encore écoulement permanent, un écoulement dont
toutes les caractéristiques quantitatives sont indépendantes du temps, en particulier pour la
vitesse @
 !
V (x1; x2; x3; t) =@t = 0. Cela signie simplement que les lignes de courant névoluent
pas au cours du temps. Il est facile de voir que dans un écoulement stationnaire les lignes de
courant sont les mêmes que les trajectoires.
1.4.3 Écoulement uniforme
On appelle écoulement uniforme si les composantes de vitesse sont indépendantes des coor-
donnés despace, sinon il est non-uniforme.
1.4.4 Écoulement irrotationnel
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Cette équation va apporter des simplications importantes dans les équations du mouvement.
Nous rappelons quun champ vectoriel
 !
V (x; y) dont le rotationnel est nul peut être toujours






 représente le potentiel de vitesse.
Due à lexistence dune fonction potentielle, les écoulements irrotationnels sont dit écoule-
ments potentiels.
1.4.5 Débit volumique et débit massique
1. Soit S une surface xe dans un domaine du uide en mouvement. On suppose S est
orientable et  !n est sa normale unitaire en un point N de S. On appelle débit volumique (




V (N; t) : !n ds ; N 2 S
2. On appelle débit massique ( ou ux de la quantité du mouvement ) à travers la surface S
le scalaire Qm déni par :
Qm =
Z
 (N; t)V (N; t) : !n ds ; N 2 S
où  est la masse volumique du uide.
1.5 Lignes uides
1.5.1 Les trajectoires
On appelle trajectoire de la particule, lensemble des positions occupées par la particule au
cours du temps.
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1. La description de Lagrange donne directement la trajectoire, en e¤et :
X = L (X; t)
est léquation paramétrée par t de la trajectoire de la particule identiée par X.
2. Si le mouvement est décrit par la méthode dEuler la connaissance des trajectoires
revient à la description de Lagrange selon la méthode déquivalence. Les trajectoires sont














1.5.2 Lignes de courant
La description eulérienne conduit elle aussi à une représentation du champ de vitesse, à un
instant t, sous la forme dune famille de lignes tangentes en chaque point au vecteur vitesse,
que lon appelle lignes de courant. Léquation des lignes de courant se déduit directement de
cette dénition en écrivant que : Un petit déplacement X sur la ligne de courant est colinéaire
au vecteur vitesse :
 !
V ^ dX = 0 soit "jkvjdxk = 0
En développant cette relation, on obtient :
8>>>><>>>>:
v2dx3   v3dx2 = 0
v3dx1   v1dx3 = 0
v1dx2   v2dx1 = 0
Les lignes de courant sont donc les intégrales du système di¤érentiel :
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Dans lequel t à la valeur xée. Les lignes de courant ne peuvent pas se couper.
1.6 Equations de base pour un écoulement potentiel
des uides incompressibles.
1.6.1 Formule de Green-Ostogradsky
Soit un volume V0 de frontiére la surface S et
 !n le vecteur normal à S pointant vers lextérieur
du volume V0: Soit
 !F un champ vectoriel déni dans un voisinage de V0 ; alors la formule
de Green -Ostogradsky est donnée par :
Z
S




1.6.2 Equation de conservation de la masse
Considérons un uide occupant un volume V0 de densité  (x; t) et de frontière une surface




 (x; t) d













(x; t) d (1.1)
Dautre part, la variation de la masse est égale au ux massique qui passe à travers la surface
S: Soit  !n est le vecteur normal unitaire à un élément de surface de S ,  !V le vecteur vitesse
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V : !n ds (1.2)
































V )dv = 0






Cette équation est connue sous le nom " équation de continuité". On peut écrire cette équation
sous une autre forme. Nous avons en e¤et :
div(
 !
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1.6.3 Fluide incompressible




















1. Ecoulement stationnaire, i-e
@
@t





Il existe trois cas possibles :
a)
 !
V = 0 et
  !
grad quelconque, léquation est valable pour un uide au repos.
b)
 !





grad sont orthogonaux en tout point de lécoulement.
1.6.4 Fonction de courant dans le cas dun écoulement plan
Dans un domaine D, un écoulement du uide est dit :
a) Plan (ou bidimensionnel ) si en tout point de ce domaine, à linstant t, le vecteur vitesse
 !
V est parallèle à un plan donné (p).
Dans le cas des uides incompressibles - que lécoulement soit stationnaire ou non - léquation
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Léquation (1:4) exprime la condition pour quil existe une fonction  (x; y; t), dite fonction
de courant et dénie, à une constante près, par les expressions
@ 
@x
=  v ; @ 
@y
= u (1.5)
En e¤et, léquation (1; 4) est la condition nécessaire et su¢ sante pour que lexpression :
 vdx+ udy

















, lui même normal à ligne de courant  (x; y; t0) = const: Ceci revient
à dire que les lignes de courant ont pour équation :
 (x; y; t0) = const
Dans ce le ux à travers une courbe nie C qui part dune ligne de courant pour obtenir une



























d =  2    1
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1.6.5 Ecoulement plan dun uide incompressible avec potentiel
de vitesse
Résumons les fait exposés :
1- Dans le cas dun écoulement plan dun uide incompressible, léquation de conservation
de la masse, est donnée par (1:4), ceci implique quil existe une fonction de courant  (x; y; t)
vériant (1:5).
Tandis que le caractère irrotationnel du mouvement i.e rot
 !














2- Quand le double caractère dincompressibilité et dirrotationnalité est rempli, les fonctions













Ces relations sont connues sous le nom de Cauchy-Riemann, qui permettent de trouver le
potentiel de vitesse à partir de la fonction de courant ou inversement. On déduit aussi de la
relation (1:9), que les fonctions  et  vérient toutes les deux léquation de Laplace :
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1.7 Equations des quantités de mouvement
1.7.1 Loi de comportement
Il existe plusieurs types de lois de comportement. Nous nous intéresserons à la loi comporte-
ment des uides dits Newtoniens. Cette loi sécrit sous la forme
)
 =  p)1 + )
où p est la pression,
)
1 le tenseur identité et
)
 le tenseur des contraintes visqueuses.
)
 est









où  et  sont deux coe¢ cients de viscosité de Lamé et
)
& est le tenseur symétrique de vitesse














1.7.2 Théorème de transport
En Mécanique des Fluides, lévolution des grandeurs matérielles est analysée à laide déqua-
tions intégrales de bilan sur des domaines uides macroscopiques. Le transport de ces gran-
deurs dans lécoulement est explicité en suivant le mouvement ; il est par conséquent nécessaire
détablir lexpression de la dérivée particulaire dune intégrale volumique.
Soit 
v un volume de frontiére la surface S occupé à linstant t par un uide et soit F (M; t)
une caractéristique ( scalaire, vecteur, tenseur ) dénie au voisinage de 
v. F (M; t) est une
fonction du temps t et de la position M de chaque particule qui elle continue et dérivable.
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 !












































Appliquons le théorème de transport à une grandeur matérielle F (où F apparaît comme





















































V = 0. On obtient donc














1.7.3 Equation de Navier-Stokes
On considère le domaine uide D, délimité par la surface S. Les forces agissantes sur une
particule de uide sont :
1) Forces de volume qui agissent sur la masse de la particule, par exemple forces de pesanteur.
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F est la force par unité de volume.
2) Forces de surface qui agissent sur les surfaces de la particule, par exemple forces de





f (x; n) ds
où f (x; n) est la force par unité de surface. Il existe un tenseur des contraintes
)
 tel que
f (x; n) =
)
: !n ;  !n étant le vecteur normal à ds.
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par ailleur les uides considérés sont Newtoniens on a :
)










=  p div)1   )1  !gradp+ div)
=    !gradp+ div)
où p est la pression,
)
1 le tenseur identité et
)
 le tenseur des contraintes visqueuses.






=    !gradU| {z }
force de volum e















où  est le coe¢ cient de viscosité dynamique,  est un second coe¢ cient et
)
& est le tenseur
symétrique de vitesse de déformation linéaire.
19
Chapitre 1. Notions préliminaires sur la mécanique des uides










































Cette équation est connue sous le nom de « équation de Lamb » .
Cas des uides incompressibles
Dans le cas dun uide incompressible, on a div
 !







Cette équation est connue sous le nom de « équation de Navier-Stokes » .
1.7.4 Equation dEuler









Cette équation est développée par Euler est nommée après lui.
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1.7.5 Equation de Bernoulli
A partir de léquation dEuler pour un uide incompressible et parfait et lorsque les forces












































^  !V = 0


























^ !V : On projette cette équation sur une ligne de courant de


















^  !V = 0




^  !V = 0
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+ U = const le long dune ligne de courant:







+ gz = const (1.16)
En général, la constante change avec la ligne de courant.
1.7.6 Solutions pour des écoulements potentiels bidimensionnels à
base de la théorie de la variable complexe.
La théorie de variables complexes o¤re une méthode très puissante pour lobtention de solu-
tions de léquation de Laplace. Au lieu de considérer  et  comme étant des fonctions de x
et y, on utilise une nouvelle variable z, qui représente la variable complexe : z = x+ iy
Dans le plan des x et y, toute fonction f(z) de la variable z peut sécrire :
f (z) = f (x+ iy) =  (x; y) + i (x; y)
On rappelle quune fonction f(z) est dite analytique au point z sil existe un cercle de
centre z et de rayon non nul tel que, les fonctions (x; y) et  (x; y) ont des dérivées partielles
continues vériant (1:9). On démontre que toute fonction analytique en un point possède en
ce point une dérivée et réciproquement.
Dune manière plus générale, si une fonction f(z) est analytique en un point z, elle admet
une suite illimitée de dérivées successives qui sont des fonctions analytiques au point z.
Lexistence et la continuité des dérivées dun ordre quelconque permettent de déduire, des
22
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relations (1:9), les équations (1:10) et (1:11).
1.7.7 Potentiel complexe et vitesse complexe
En un pointM(x; y) dun écoulement plan à la fois incompressible (existence dune fonction de
courant  (x; y)) et irrotationnel (existence dune fonction potentiel (x; y)) ; les composantes
u et v du vecteur vitesse
 !
V (x; y) satisfont aux relations (1:9). La fonction complexe dénie
par :
f (z) =  (x; y) + i  (x; y)















Cette dérivée est appelée vitesse complexe au point z; limage conjuguée de la fonction com-
plexe
 !
V = u+ iv, qui représente le vecteur vitesse au point z.
1.8 Analyse dimensionnelle
Avant de résoudre un problème, nous devons écrire léquation qui régit le phénomène en
variables non dimensionnelles. Pour cela, nous introduisons quelques notions et théorèmes
pour passer dune équation physique en variables dimensionnelles à une équation dont les
variables sont sans dimensions physiques.
Nous utilisons le théorème  de Vaschy-Buckingham, qui montre comment on rend sans di-
mension une équation physique. Lemploi des variables non dimensionnelles réduit le nombre
de paramètres qui détermine la solution dun problème. Si un phénomène physique dépend
de N variables dimensionnelles, on peut rendre ces variables sans dimensions en les réduisant
à N   k, avec (k = 1; :::4). Les quatre variables universellement connues sont la longueur
L, la masse m, la température T et le temps t. Nous démontrons que les variables non di-
23
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mensionnelles peuvent être sélectionnées de plusieurs manières. Elles paraissent relativement
avec peu de paramètres non dimensionnels dans chaque cas.
1.8.1 Théorème  de Vaschy-Buckingham
Le théorème  de Vaschy-Buckingham est un théorème fondamental à lanalyse dimension-
nelle, il a été énoncé et publié par Vaschy et Buckingham en 1914, il peut être énoncé comme
suit : soit un phénomène physique comprenant N variables, dans les dimensions des quelles
interviennent k grandeurs fondamentales, léquation :
f (q1; q2; :::; qN) = 0
qui régit le phénomène peut se mettre sous forme
f (1; 2; :::; N k) = 0
où les 1; 2; :::; N k sont des variables sans dimensions indépendants (nombre de Reynold,
Froude, Weber, etc...).
Il ya une série de terme  possible. Certains termes  sont cependant particulièrement inté-
ressants à mettre en évidence.








2- Certain produit sans dimension ( nombre de Froude Fr, inverse de nombre deWeber :::).
Donc on peut écrire :
f (1; 2; :::; !1; !2; :::; ) = 0
 : Produit sans dimension (Fr; ; :::; )










Problème dun écoulement à surface
libre sur une dépression triangulaire
2.1 Introduction
Considérons un écoulement stationnaire, bidimensionnel à surface libre dans le demi plan
supérieur au dessus dun obstacle triangulaire faisant un angle  avec lhorizontal telle que
0 < jj < 
2
. Le uide est considéré comme incompressible, non visqueux et lécoulement est
irrotationnel et uniforme à linni de vitesse U et délevation H (FIG.2.1).
En labsence de la gravité et de la tension de surface, la solution du problème est obtenue
explicitement et la forme de la surface libre est donnée paramétriquement via la méthode des
lignes de courant en utilisant les transformations conformes, voir [22]. Si nous tenons compte
de le¤et de la tension de surface ou le¤et de la gravité, le problème ne peut être résolu que
par une approche numérique à cause du terme non linéaire gurant dans la condition au bord
de la surface libre. La solution est obtenue en utilisant une méthode dintégrale introduite par
S.N. Hanna et M.N. Abdel-Malek [23], Frédéric Dias et Vanden-Broeck [10] et Forbes [17].
Dans ce travail, nous étudions le problème dun écoulement à surface libre sur une dépression
de forme triangulaire en tenant compte de la tension de surface et la force de gravité.
25
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Fig. 2.1  Le plan complexe z = x + iy; la forme de la surface libre EF est obtenue pour
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Comme nous le verrons, lécoulement sera caractérisé par les trois paramètres :




Ici T est la tension de surface et  est la densité du uide.




Où g est laccélération de gravité, U et H sont respectivement la vitesse et la profondeur
du uide à linni et langle non dimensionnelle :
La solution du problème sera déterminer pour chaque valeur du nombre de Froude Fr et
pour chaqe nombre de Weber :
Notons que dans tout ce qui suit, les variables notées avec (v) sont des variables avec leurs
dimensions physiques et les variables sans (v) sont sans dimensions.
2.2 Formulation du problème
Soit un écoulement bidimensionnel, irrotationnel sur un plan horizontal x0ox dun uide
incompressible et non visqueux, passant au-dessus dun creux triangulaire. Les cotés BC et
CD du triangle font un angle  (respectivement  ) avec laxe des x où 0 < jj < 
2
: La
ligne de courant libre est EGF (FIG.2.1). Nous supposons que lorsque x tend vers linni,
la vitesse sapproche de la vitesse uniforme eU et délevation eH.
Le plan x0ox; y0oy du couple (ex; ey) sera considéré comme plan de la variable complexe ez =
ex+ i ey. Soit  !V = (eu (ex; ey) ; ev (ex; ey)) le champ du vecteur vitesse de lécoulement.
Nous introduisons la fonction potentielle de vitesse e et la fonction de courant e ; alors les
conditions de Cauchy-Riemann sont données par :
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8>><>>:
eu = @e
@ex = @ e @eyev = @e
@ey =  @ e @ex
(2.1)
La fonction potentielle complexe ef dénie par :
ef = e (ex; ey) + i e (ex; ey)
La relation (2:1) implique que la fonction complexe e = eu   i ev et la fonction potentielle ef
sont des fonctions analytiques de variable ez = ex+ i ey: On transforme le plan de lécoulement
réel dans le plan complexe z (FIG.2.1) au plan de lécoulement ef tels que les points A;E;G
et F dans plan complexe z se transforment aux points A = E =  1; G = 0 et F = +1
dans le plan ef . Sans perte de généralité, on choisit e = 0 au point G et e = 0 sur la surface
libre EGF . Il sensuit que e =  1 sur la ligne de courant ABCDF (FIG.2.2).
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Fig. 2.2 Le plan complexe f = + i 
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Les e¤ets de la tension de surface et la gravité sont non négligeables. Dans ce cas, La condition
de Bernoulli sur la surface libre est donnée par :
1
2
eq2 + epe + vgvy = 12 eU2 + ep0e + ~g ~H = const sur EF (2.2)
Où ep, eq = p~u2 + ~v2, ep0 désignent respectivement la pression du uide sur la surface libre,
le module de vitesse et la pression atmosphérique qui est constante au dessus de la surface
libre et ~g désigne la gravité.
La relation entre ep et ep0 est donnée par la loi de Laplace :
ep  ep0 = eTeR = eK eT (2.3)
Où eK est la courbure de la surface libre, eR est le rayon de courbure et eT dénote la tension
de surface. Par convention de signe, eK est négatif si le centre rayon de courbure est en
dehors du uide et de signe positif dans le cas contraire. Dans notre cas, eK est de signe
négatif.
Avant de résoudre le problème, nous allons écrire léquation (2:2) en variables non dimen-
sionnelles, pour cela, on choisit eU comme unité de vitesse et eH comme unité de longueur et
on pose :
u =
eueU ; v = eveU ;K = eK eH; vg = g eH; y = eyeH (2.4)









(y   1) = 1
2
(2.5)
Avec les conditions :
8><>: v = 0 sur  =  1 et  1 <  < B et D <  < +1v = u tan jj sur  =  1 et B <  < C et C <  < D (2.6)
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On note par :  le vecteur de vitesse où  =
eueU   i eveU = u  iv , comme u  iv est analytique
dans le domaine de lécoulement,  peut sécrire sous forme :
 = u  iv = e i (2.7)
Où  désigne langle entre le vecteur de vitesse et lhorizontale et e = q. Avant décrire







En e¤et, désignons par  ! le vecteur de vitesse de coordonnées (e cos ; e sin ).
En coordonnées intrinsèques on a :
 ! =  !eT j ! j = jj  !eT
Où  !eT est le vecteur unitaire tangentiel, on déduit que :
 !eT = cos  !i + i sin  !j












N désigne le vecteur unitaire normal à la courbe et ds élément de longueur darc de la
ligne de courant EF donc :
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1 = R
d !eTdt dtds







































































j = e cos 
 !










Comme K est de signe négatif.
On a : q = j ! j = e , alors la condition de Bernoulli (2:5) en variables non dimensionnelles





+ 1Fr2 (y   1) = 12 sur EF (2.9)
Le domaine occupé par le uide dans le plan de la variable f est une bande innie dans la
région  1 <  < 0 et  1 <  < +1. La transformation conforme dune bande innie dans
le plan f au demi plan supérieur dun autre plan complexe  est donnée par la relation :
 = + i = e f = e 
(+i )
= e  (cos ( )  i sin ( )) (2.10)
Le plan complexe  est donnée dans la gure (FIG.2.3).
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Fig. 2.3 Le demi plan supérieur  = + i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Les conditions aux limites (2:6) dans le plan  deviennent alors :
8>>>>>>><>>>>>>>:
 = 0;  = 0;  1 <  < B < 0 et D <  < 0
 = ;  = 0; B <  < C < 0
 =  ;  = 0; C <  < D
 = inconnue;  = 0; 0 <  < +1
(2.11)
Nous cherchons  (; ) qui vérie léquation (2:9) avec les conditions (2:11). Ce qui termine
la formulation du problème.
2.3 Léquation intégro-di¤érentielle
Léquation (2:9) a été dérivée par des nouvelles variables complexes  et  sur la surface libre.
Maintenant, une équation intégrale est dérivée. Léquation di¤érentielle dénira une équation
qui sera résolue numériquement. Le domaine découlement du problème a une région dimage
constituée de la moitié supérieure du plan complexe  . Une équation intégrale en variables




 (; )  i (; )
   0 d (2.12)
Où 0 est une image point dun point sur la surface libre, cest-à-dire 0 2 EF . Le chemin
  consiste un grand arc  R de rayon R, Centrée à lorigine, ( Voir (FIG.2.4) ).
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Fig. 2.4  Le chemin   dans  plan
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En décomposant lintégrale (2:12) sur le contour   on trouve :
I
 
 (; )  i (; )
   0 d =
Z
 R
 (; )  i (; )
   0 d+
Z
0
 (; )  i (; )
   0 d+
RZ
 R
 (; 0)  i (; 0)
  0 d
(2.13)
La première intégrale est une intégrale dune fonction analytique sur le chemin fermé  .
Donc, le théorème de Cauchy implique que lintégrale du côté gauche de (2:13) est égale à
zéro. Léquation (2:13) devient alors :
Z
 R
 (; )  i (; )
   0 d +
Z
0
 (; )  i (; )
   0 d +
RZ
 R
 (; 0)  i (; 0)
  0 d = 0 (2.14)
Commençons par la deuxième intégrale sur 0. On pose  = 0+ rei et d = ireid, alors :
Z
0
 (; )  i (; )
   0 d =
0Z







[ (0 + r cos; r sin)  i (0 + r cos; r sin)] id
Lorsque r  ! 0, alors :
i ( (0; 0)  i (0; 0))
0Z

d =  i ( (0; 0)  i (0; 0))
En remplaçant ce résultat dans (2:14), on obtient :




 (; )  i (; )





 (; 0)  i (; 0)
  0 d
La limite de (2:14), lorsque R  ! 1, alors, la troisième intégrale du côté droit de (2:14)
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 (; 0)  i (; 0)





 (; 0)  i (; 0)
  0 d
Les intégrales des côtés droits de (2:14) et de (2:15) sont les valeurs principales de Cauchy.
Comme R  ! 1, jj  ! 1. À partir de (2:7), on constate que   !  1. Comme
  !  1, lécoulement est uniforme avec une vitesse non dimensionnelle tends vers à 1,
cest-à-dire u   iv  ! 1. Dans (2:14), ceci implique que    i  ! 0. Par conséquent, la





 (; )  i (; )
   0 d = 0
Maintenant (2:14) se réduit à :




 (; 0)  i (; 0)
  0 d (2.16)
En prenant la partie réelle de (2:16), la relation intégrale entre  et , sur la surface libre
EF , sécrit alors :






où  () =  (; 0) et  () =  (; 0) sont utilisés pour simplier la notation. En utilisant les
conditions aux limites (2:11), lintégrale (2:17) est séparée en cinq parties, on a alors :

























En utilisant (2:11), on obtient :
 (0) =  

log
 1  0B   0
+  log







Chapitre 2. Problème dun écoulement à surface libre sur une dépression triangulaire
Cette équation est dénie sur le long de la surface libre, donc en utilisant (2:10), avec  = 0,
on a :
 = e ; 0 = e 0 (2.19)
En substituant (2:19) dans (2:18) on trouve :
 0 (0) =  

log
 1 + e 0e B + e 0
+  log
e D + e 01 + e 0
+ Z +1 1 b () e
 
e    e 0 d (2.20)




et b () =   e . La condition de Bernoulli (2:9) sécrit maintenant
en termes de 
0




0   e 0
@b@
+ 1Fr2 (y   1) = 12 sur EF (2.21)
Ensuite nous calculons la valeur de y sur la surface libre EF en utilisant la relation (2:10)





u  iv = e
 +i (2.22)
Par intégration, on obtient






d0 pour 0 <  < +1 (2.23)
En utilisant (2:19), on réécrit (2:23) comme :
by() = 1 + Z 
 1
e 
0(0) sin b(0)d0 (2.24)
Où  1 <  < +1 et by() = y  e .
En substituant (2:24) dans (2:21), on dénit une équation integro-di¤érentielle non linéaire
en fonction de linconnue b donnée par :
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e    e 0 d
!#














2.4.1 Calcul numérique de 
On cherche la solution du problème numériquement puisque léquation integro-di¤érentielle
est non linéaire et la présence de force de la tension de surface et la force de la gravité. Les
points de la surface libre dans le plan potentiel complexe f sont représentés par  = 0 et
 1 <  < +1: En discrétisant lintervalle ] a; a[ en N points, où a > 0 un nombre assez
grand.
I =
  (N   1)
2
+ (I   1)

h; I = 1; :::; N; (2.25)




e    e 0 d
pour calculer cette intégrale, on utilise la règle de trapèze avec une sommation sur I telle




, I = 1; :::; N   1 (2.26)
Tout dabord, (2:20) peut être réécrite comme :
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 1 + e Me B + e M
+  log





e    e M d
Où MI = 
0






 1 + e Me B + e M
+  log





e j   e M , I = 1; :::; N   1
(2.27)





si j = 1; N
1 sinon
et j = b (j). En substituant (2:27) dans (2:21), on obtient un système de N équations non
linéaires à N inconnues I pour I = 1; : : : ; N , donné par :










(yI   1)  1
2




, aux points de milieu (2:26), est approximée par une di¤érence nie, par :
@b
@
 I+1   I
h
, I = 1; :::; N   1
Pour résoudre ce système on utilise la méthode de Newton.
2.4.2 Forme de la surface libre






=  1 = e +i
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= e  cos 
@y
@
= e  sin 
(2.28)
Ainsi, la forme de la surface libre est obtenue en intégrant numériquement les relations (2:28)
et en utilisant la méthode dEuler ce qui donne
8><>: y1 = 1yI+1 = yI +he M sin M ; I = 1; :::; N   1




: Les résultats présentés ici sont obtenus pour N = 301.
2.5 Résultats et discussion
On utilise la méthode de résolution décrite ci-dessus pour résoudre le système non linéaire
(2:21) pour di¤érentes valeurs des trois paramètres le nombre de Froude Fr, linverse de
nombre deWeber  et langle : On trouve la solution du problème pour chaque valeurs des
nombres Fr;  et : Nous signalons que la plus part de ces résultats ont été obtenus pour
N = 251;h = 0:1 et  =  
4
: La gure 2.5 présente le¤et de la tension de surface sur la
forme de la surface libre où la force de gravité est négligeable. Le¤et de la gravité ( = 0
) sur la forme de surface libre est représenté dans la gure 2.6. La gure 2.7 montre quil
existe des solutions sans ondes dont lécoulement qui est subcritique (Fr < 1) et supercritique
(Fr > 1) : La forme de la surface libre est représentée dans la gure 2.7 pour Fr = 0:5 ( voir
(FIG.2.7) ) et dans la gure 2.8 pour Fr = 1:2 ( voir (FIG.2.8) ) pour quelques valeurs de




résultats sont représentés dans les gures 2.9 et 2.10 pour di¤érentes valeurs de Fr et .
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Fig. 2.5  Forme de la surface libre pour Fr = 1 et pour quelques valeurs de linverse du
nombre de Weber .
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Fig. 2.6  Forme de la surface libre pour  = 0 et pour quelques valeurs du nombre de
Froude Fr.
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Fig. 2.7  Forme de la surface libre pour Fr = 0:5 et pour quelques valeurs de ( cas
subcritique).
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Fig. 2.8 Forme de la surface libre pour Fr = 1:2 et pour quelques valeurs de  ( cas
supercritique).
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Fig. 2.9 Forme de la surface libre pour Fr = 1:5 et pour quelques valeurs de .
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Fig. 2.10 Forme de la surface libre pour  = 0 et pour quelques valeurs de Fr.
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Chapitre 3
Résolution numérique dun problème
découlement à surface libre au dessus
de multiple obstacles
3.1 Introduction
En mécanique des uides, les écoulements à surface libre autour des objets de di¤érentes
formes sont intensivement étudiés due à leurs importance dapplication. Plus particulière-
ment, les écoulements dans un canal au-dessus des obstacles. Les obstacles dans le fond du
canal sont de formes assez réguliers, Forbes et Schwartz [15] considèrent un écoulement au-
dessus dun demi-cercle, L.K. Forbes traite le problème découlement au-dessus dun objet
semi-elliptique [16], alors que F. Dias et J.V. Vanden-Broeck [10] traitent le problème au des-
sus dun triangle. La recherche de la solution explicite de ces problèmes est di¢ cile à traiter
à cause de la non-linéarité de la condition sur la surface libre qui est de forme inconnue sauf
dans des cas particuliers, alors il les ont étudiés numériquement.
Dans ce chapitre, on se propose détudier un écoulement bidimensionnel, irrotationnel à





<  < 0 respectivement. Le uide est supposé incompressible, non visqueux et
lécoulement est uniforme à linni de vitesse U et délevation L (FIG.3.1).
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Si le¤et des forces de gravité ou bien les tensions de surface ne sont pas négligées, le problème
ne peut être résolu exactement. Pour résoudre ce problème, nous utilisons la même technique
utilisée dans le chapitre II .
Comme nous allons le voir, lécoulement sera caractérisé par les paramètres suivants : linverse









Où g est laccélération de gravité, U et L sont respectivement la vitesse et la profondeur
du uide à linni et les angles non dimensionnelles  et :
La solution du problème sera déterminée pour chaque valeurs du nombre de Froude Fr et
linverse de nombre de Weber :
Notons que dans tout ce qui suit, les variables notées avec (v) sont des variables avec leurs
dimensions physiques et les variables sans (v) sont sans dimensions.
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multiple obstacles
Fig. 3.1 Le plan complexe z = x+ iy
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3.2 Formulation du problème
Considérons un écoulement bidimensionnel potentiel dun uide incompressible et non vis-
queux, passant au-dessus de deux triangles. Nous choisissons comme cadre de référence laxe
des x le long du fond rigide et les horizontales AB;DB0 et D0E; laxe des y est perpendicu-
laire à laxe des x: Lécoulement est limité au-dessus par la ligne de courant libre MN et en
dessous par deux triangles isocèles BCD;B0C 0D0 faisant des angles  et  avec lhorizontal
( voir (FIG.3.1) ) avec  
2
<  < 0 et  
2
<  < 0. Nous supposons que lorsque x  ! 1,
la vitesse sapproche de la vitesse uniforme eU et délevation eL.
Laxe des x et laxe des y forment un plan de la variable complexe ez = ex+ i ey. On note par
 !
V = (eu (ex; ey) ; ev (ex; ey)) le champ du vecteur vitesse de lécoulement.
Les fonctions e; e qui dénissent respectivement la fonction potentielle et la fonction de
courant vérient la condition de Cauchy-Riemann donnée par :
8>><>>:
eu = @e
@ex = @ e @eyev = @e
@ey =  @ e @ex
(3.1)
La fonction potentielle complexe ef est dénie par :
ef = e (ex; ey) + i e (ex; ey)
On note par e la vitesse complexe
e = eu  iev = d ef
dez
Il en résulte de la formule (3:1) que les fonctions ef et e de la variable ez = ex + i ey sont des
fonctions analytiques de ez : On transforme le plan de lécoulement réel dans le plan complexe
z (FIG.3.1) au plan de lécoulement ef . Sans perte de généralité, on choisit e = 0 sur la
surface libre MN et e =  1 sur la ligne de courant ABCDB0C 0D0E ( voir (FIG.3.2) ).
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multiple obstacles
Fig. 3.2 Le plan complexe f = + i 
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multiple obstacles
Le problème est de déterminer la fonction potentielle de vitesse e qui satisfait léquation de
Laplace donnée par :
e = 0 dans le domaine de lécoulement
Avec les conditions aux limites
8>>><>>>:
@e















ePe + egez = cte sur la surface libre MN
La condition de Bernoulli sur la surface libre MN est donnée par :
1
2
eq2 + epe + vgvy = 12 eU2 + ep0e +
v
v
gL = const sur MN (3.2)
Où ep ,eq = peu2 + ev2 désignent respectivement la pression du uide et le module de la vitesse
sur la surface libre, ep0 est la pression atmosphérique qui est constante au-dessus de la surface
libre et
v
g est la gravité.
La relation entre ep et ep0 est donnée par la loi de Laplace :
ep  ep0 = eTeR = eK eT (3.3)
Où eK est la courbure de la surface libre, eR est le rayon de courbure et eT dénote la tension
de surface. Dans notre cas, eK est de signe négatif. On choisit eU comme unité de vitesse et eL
comme unité de longueur et on pose :
u =
eueU ; v = eveU ;K = eKeL; vg = geL; y = eyeL (3.4)
En substituant (3:3) et (3:4) dans (3:2) on trouve :
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(y   1) = 1
2
(3.5)
Avec les conditions :8>>>><>>>>:
v = 0 sur  1 <  < B , D <  < B0 , D0 <  < +1 et  =  1
v = u tan jj sur B <  < C , C <  < D et  =  1
v = u tan jj sur B0 <  < C0 , C0 <  < D0 et  =  1
(3.6)
On note par  le vecteur de vitesse où  =
eueU   i eveU = u  iv , comme u  iv est analytique
dans le domaine de lécoulement,  peut sécrire sous la forme :
 = u  iv = e i (3.7)













+ 1Fr2 (y   1) = 12 sur MN (3.8)
Le domaine occupé par le uide dans le plan de la variable f est une bande innie dans la
région  1 <  < 0 et  1 < ' < +1. La transformation conforme dune bande innie dans
le plan f au demi plan supérieur complexe  est donnée par la relation :
 = + i = e f = e 
(+i )
= e  (cos ( )  i sin ( )) (3.9)
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Le plan complexe  est donné dans la gure 3.3 ( voir (FIG.3.3) ).
Les conditions aux limites (3:6) dans le plan  deviennent alors :
8>>>>>>><>>>>>>>:
 = 0  1 <  < B; D <  < B0 ; D0 <   0
 = jj B <  < C ; C <  < D
 = jj B0 <  < C0 ; C0 <  < D0
 = inconnue 0 <  < +1
(3.10)
Nous cherchons  (; ) qui vérie léquation (3:8) avec les conditions (3:10).
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Fig. 3.3 Le plan complexe  = + i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multiple obstacles
3.3 Léquation intégro-di¤érentielle
En utilisant la formule de Cauchy et daprès le chapitre précédent ( voir (2:17) ) on a :






Pour simplier la notation, on note par  () =  (; 0) et  () =  (; 0). En utilisant Les
conditions aux limites (3:10), lintégrale (3:11) est séparée en huit parties, on a alors :


































ce qui donne :
 (0) =    log




C0 0D0 0   1 R +10 () 0d (3.12)
Cette équation est dénie sur le long de la surface libre, donc en utilisant (3:9), avec  = 0,
on a :
 = e ; 0 = e 0 (3.13)
En substituant (3:13) dans (3:12) on trouve :
 0 (0) =    log
 e C+e 0
e B+e 0






+ R  1 b()e e  e 0 d (3.14)
Pour  1 <  < +1
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et b () =   e . La condition de Bernoulli (3:8) sécrit maintenant
en termes de 
0




0   e 0
@b@
+ 1Fr2 (y   1) = 12 sur MN (3.15)






u  iv = e
 +i:
Par intégration, on obtient :














d0 pour 0   < +1
(3.16)
En utilisant (3:13), on réécrit (3:16) comme :
8><>: bx() = x1 +
R 
 1 e
  0(0) cos b(0)d0by() = 1 + R  1 e  0(0) sin b(0)d0 pour  1 <  < +1 (3.17)
Où bx() = x  e  et by() = y  e .
En substituant (3:17) dans (3:15), on dénit une équation integro-di¤érentielle non linéaire
en fonction de linconnue b donnée par (Eq:1) du chapitre II.
3.4 Procédure numérique
Dans le cas où la gravitation et les tensions de surface sont non nulles et la présence dun
terme non linéaire dans léquation de Bernoulli, On résout le problème numériquement. On
introduit la discrétisation de lintervalle ] a; a[ en N points, où a > 0 un nombre assez grand
I =
  (N   1)
2
+ (I   1)

h; I = 1; :::; N; (3.18)
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Où h > 0 est le pas de discrétisation.
Pour calculer lintégrale dans (3:14), on utilise la règle de trapèze avec une sommation sur




, I = 1; :::; N   1 (3.19)
Léquation (3:14) peut être réécrite par :
M =    log
 e C+e M
e B+e M






+ R +1 1 b()e e  e 0 d
Où M = 
0




e C + e Me B + e M
+  log
e D + e Me C + e M
   log











e j   e M ,





si j = 1; N
1 sinon
Et j = b (j). En substituant (3:20) dans (3:15), on obtient un système déquations non
linéaires à N inconnues I pour I = 1; : : : ; N donné par (S1) du chapitre II. La dérivée,
@b
@
, aux points de milieu (3:19), est approximée par :
@b
@
 I+1   I
h
, I = 1; :::; N   1
Pour résoudre ce système on utilise la méthode de Newton.
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3.4.1 Forme de la surface libre











= e  cos 
@y
@
= e  sin 
(3.21)
Ainsi, en utilisant la méthode dEuler ce qui donne :
8><>: y1 = 1yI+1 = yI +he M sin M ; I = 1; :::; N   1





3.5 Résultats et discussion
Nous utilisons la méthode numérique précédente pour résoudre le système non linéaire (3:15)
pour di¤érentes valeurs de trois paramètres Fr , linverse de nombre deWeber  et les angles
 et : On trouve la solution du problème pour chaque valeur de Fr; ;  et : Les résultats
ont été trouvés pour N = 301;h = 0:15 et  =  =  
4
. La gure 3.4 présente le¤et de la
gravité sur la forme de la surface libre où la tension de surface est nulle (T = 0 ). La gure
3.5 montre la nature découlement et la forme de la surface libre pour quelques valeurs de
: La forme de la surface libre, où le nombre de Froude Fr est plus grand ( g = 0 ), est
représenté dans la gure 3.6 pour  = 1; 10 et 100:
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Fig. 3.4 Forme de la surface libre pour  = 0 a) cas subcritique pour Fr = 0:2; 0:6 et 0:9:
b) cas supercritique pour Fr = 1:1; 1:5 et 2:
62
Chapitre 3. Résolution numérique dun problème découlement à surface libre au dessus de
multiple obstacles
Fig. 3.5  Forme de la surface libre pour quelques valeurs de . c) cas subcritique pour
Fr = 0:2: d) cas supercritique pour Fr = 5:
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Fig. 3.6 Forme de la surface libre pour Fr =1 et  = 1; 10 et 100:
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Chapitre 4
Ecoulement à surface libre sous un
barrage avec le¤et de la tension de
surface et de la gravité
4.1 Introduction
Les problèmes découlement à surface libre sous un barrage ont une grande importance dans
la mécanique du uide. La résolution numérique de ces problèmes a été traité par plusieurs
auteurs, J.-M. Vanden-Broeck en 1986 [45] et B. J. Binder et J.M. Vanden-Broeck en 2005 [6].
Dans lannée 1996, Asavanant et Vanden-Broeck [4] ont trouvé la solution du problème avec
deux surfaces libres en adoptant la méthode de troncation de la série. Vanden-Broeck (1997)
[44] a étudié ce problème avec le¤et de la gravité où louverture du barrage est verticale en
utilisant la méthode intégro-di¤érentielle. P. Guayjarernpanishk et J. Asavanant ( 2009) [20]
ont étudié le problème dans le cas où louverture du barrage est inclinée dun angle  en
tenant compte seulement de le¤et de la gravité.
Dans notre travail, on sintéresse au problème dun écoulement bidimensionnel et irrotationnel
dun uide incompressible et non visqueux sous un barrage douverture inclinée dun angle 
telle que 0 <  <

2
en tenant compte de le¤et de la tension de surface et de la gravité. Nous
supposons que lorsque x  ! +1, lécoulement est uniforme de vitesse U et délevation H
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et de la gravité
( voir (FIG.4.1) ).
La solution exacte du problème envisagée est impossible à obtenir à cause de la présence du
terme non linéaire intervenant dans léquation de Bernoulli. Pour cette raison, on résout le
problème par une approche numérique. La technique de résolution utilisée est la même dans
les chapitres précédents.
Comme nous le verrons, lécoulement sera caractérisé par les trois paramètres : linverse de




Ici T est la tension de surface et  est la densité du uide.




Où g est la gravité, U et H sont respectivement la vitesse et la profondeur du uide à
linni.
Et langle non dimensionnelle :
On cherche la solution du problème pour chaque valeurs de ces trois paramètres.
Notons que dans tout ce qui suit, les variables notées avec (v) sont des variables avec leurs
dimensions physiques et les variables sans (v) sont sans dimensions.
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Fig. 4.1 Ecoulement sous un barrage dans le plan complexe z = x+ iy
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4.2 Formulation du problème
On considère un écoulement potentiel bidimensionnel dun uide incompressible et non vis-
queux, à surface libre sous un barrage douverture inclinée BC faisant un angle  avec
lhorizontale où 0 <  <

2
. On prend comme repère de coordonnées le fond du barrage
sur laxe x0ox et laxe verticale y0oy . Lécoulement est limité en dessus par les lignes de
courant libres AB;CD et BC et en dessous par la paroi rigide A0D0 ( voir (FIG.4.1) ). Nous
supposons que lorsque ex  ! +1 , lécoulement est uniforme de vitesse eU et délevation eH.
Notons par e = eu i ev, où eu et ev sont respectivement les composantes du vecteur vitesse dans
la direction de x0ox et de y0oy et par ef = e (ex; ey)+ i e (ex; ey) la fonction potentielle complexe,
où e et e désignent respectivement la fonction potentielle et la fonction de courant.
Sans perte de généralité, on choisit e = 0 au point B et e = 0 sur la surface libre ABCD.
Il sensuit que e =  1 sur la ligne de courant A0D0 ( voir (FIG.4.2) ).
En utilisant le fait que lécoulement est potentiel, les composantes du vecteur vitesse sont
alors données en fonction de e et e par les relations :
8>><>>:
eu = @e
@ex = @ e @eyev = @e
@ey =  @ e @ex
(4.1)
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Fig. 4.2 Le plan complexe f = + i 
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Les conditions de Cauchy-Riemann montrent que la vitesse complexe e = eu   i ev et la
fonction potentielle ef sont des fonctions analytiques de variable ez = ex+ i ey:
On note par ep0 est la pression atmosphérique qui est constante au dessus de la surface libre
et ep est la pression du uide sur la surface libre. Léquation de Bernoulli sur la surface libre
est donnée par :
1
2
eq2 + epe + vgvy = const (4.2)
Où eq = peu2 + ev2 est le module de vitesse et vg est la gravité.
La relation entre ep et ep0 est donnée par la loi de Laplace :
ep  ep0 = eTeR = eK eT (4.3)
Notons que lorsque ex  ! +1 la surface libre est une droite parallèle à laxe x0ox donc
ep0 = ep:
Où eK est la courbure de la surface libre, eR est le rayon de courbure et eT dénote la tension
de surface.
Pour rendre léquation (4:2) en variables non dimensionnelles, nous choisissons eU comme
unité de vitesse et eH comme unité de longueur et on pose :
u =
eueU ; v = eveU ;K = eK eH; y = eyeH (4.4)









y = c (4.5)
Où c est constante.
Avec les conditions : 8><>: v = 0 sur  =  1v =  u tan  sur  = 0; 0 <  < C (4.6)
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On note par :  = u iv le vecteur vitesse, comme u iv est analytique, on dénit la fonction
   i par la relation :
 = u  iv = e i (4.7)







K est de signe négatif puisque le centre de courbure est en dehors du uide.
Alors la condition de Bernoulli (4:5) en variables non dimensionnelles sur les lignes de courant










+ 1Fr2 (y   1) = 12 sur CD (4.9)
Le domaine occupé par le uide dans le plan de la variable f est une bande innie dans la
région  1 <  < 0 et  1 < ' < +1. La transformation conforme dune bande innie dans
le plan f au demi plan supérieur  est donnée par la relation :
 = + i = e f = e 
(+i )
= e  (cos ( )  i sin ( )) (4.10)
Le plan complexe  est donnée dans la gure (FIG.4.3).
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Fig. 4.3 Le plan complexe  = + i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Les conditions aux limites (4:6) dans le plan  deviennent alors :
8><>:  = 0  = 0 sur  < 0 =    = 0 sur C <  < 1 (4.11)
Nous cherchons  (; ) qui vérie les équations (4:8) et (4:9) avec les conditions (4:11).
4.3 Léquation intégro-di¤érentielle
En utilisant la technique dintégrale de Cauchy, dans le plan  et léquation (2:17) on a :






Où  () =  (; 0) et  () =  (; 0). Lintégrale (4:12) est séparée en quatre parties, on a
alors :










































Pour 0 <   C
En utilisant (4:10), avec  = 0, on a :
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 = e ; 0 = e 0 (4.16)
En substituant (4:16) dans (4:14) et (4:15) on trouve :




 1  e 0e C   e 0
+ Z 0 1 b () e
 
e    e 0 d (4.17)








e    e 0 d (4.18)








et b () =   e . Les conditions de Bernoulli
(4:8) et (4:9) sécrivent maintenant en termes de 
0





1   e 01
@b@





2   e 02
@b@
+ 1Fr2 (y   1) = 12 sur CD (4.20)
Pour déterminer (x; y) sur les surfaces libres AB et CD nous utilisons (4:7) et la relation
dz
df
=  1 = e +i
Par intégration, on obtient :


















Pour   1 et


















Pour 0 <   C
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En utilisant (4:16), on réécrit (4:21); (4:22) ; (4:23) et (4:24) comme suit :









1(0) sin b(0)d0 (4.25)
Pour  1 <  < 0 et









2(0) sin b(0)d0 (4.26)
Pour C <  < +1
En substituant (4:25) et (4:26) dans (4:19) et (4:20), on dénit une équation integro-di¤érentielle
non linéaire en fonction de linconnue b.
4.4 Procédure numérique
Puisque les équations (4:19) et (4:20) sont non linéaires. Les points de la surfaces libres AB
et CD dans le plan complexe f sont représentés par  1 <  < 0 et C <  < +1
respectivement: On introduit la discrétisation :
UI =  (I   1)1; I = 1; :::; N1; 0 < a <  < 0 avec a assez grand
et
DI = C + (I   1)2; I = 1; :::; N2; C <  < a
Où 1 > 0 et 2 > 0: Où UI ; 
D
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Nous calculons la valeur UM de 
0






; I = 1; :::; N1   1 (4.27)
et aussi la valeur DM de 
0






; I = 1; :::; N2   1 (4.28)



























e    e 0 d




; DM = 


































, I = 1; :::; N2   1 (4.30)





si j = 1; N
1 sinon
où Uj = b  Uj  et Dj = b  Dj  : En substituant (4:29) et (4:30) dans (4:19) et (4:20) res-
pectivement, on obtient un système de N équations non linéaires à N inconnues I pour
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I = 1; : : : ; N (N = N1 ou N = N2). La dérivée,
@b
@
, aux points de milieu (4:27) et (4:28), est
approximée par une di¤érence nie, par :
@b
@
 I+1   I
h
, I = 1; :::; N   1
Pour résoudre ce système on utilise la méthode de Newton.
4.4.1 Forme de la surface libre














= e  cos 
@y
@
= e  sin 
(4.31)
Ainsi, la forme de la surface libre est obtenue en intégrant numériquement les relations (4:31)
et en utilisant la méthode dEuler ce qui donne






I  1e UM sin UM ; I = 2; :::; N1   1
Et






I  1e UM cos UM ; I = 2; :::; N1   1
Le point (xB; yB) de louverture du barrage est donné par :
8><>: xB =  L cos ()yB = 1 + L sin ()
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Où L est la longueur du coté BC







 DM sin DM ; I = 2; :::; N2   1
Et



















4.5 Résultats et discussion
Nous utilisons les méthodes de résolution décrites ci-dessus pour résoudre le problème numériquement:
On trouve les solutions du problème pour chaque valeurs de trois paramètres le nombre de
Froude Fr, linverse de nombre de Weber  et langle : Nous signalons que la plus part de
ces résultats ont été trouvés pour N1 = N2 = 601;1 = 0:028;2 = 0:02;  =

6
et C = 0:2:
On détermine la forme des deux surfaces libres AB et CD:
La gure 4.4 présente le¤et de la tension de surface sur la forme des deux surfaces libres
pour Fr = 2: On constate que, lorsque  croît le nombre dondes de la surface libre AB
diminue. Le¤et de la gravité ( où  = 1 ) sur la forme de surface libre est représenté dans la
gure 4.5. Notons que, lorsque Fr augmente lamplitude des ondes sont décroissante c-à-dire
lorsque Fr !1; la courbe représentant la surface libre AB tends vers une droite: La gure
4.6 présente la forme des deux surfaces libres pour C = 0:075:
Cas où louverture du barrage est verticale  =

2
Vanden Broeck [44] a étudié le problème dans le cas où la gravité est non nulle et la tension
de la surface est négligeable. Le coe¢ cient de contraction Cc =
H
L
est le rapport de la
profondeur du uide à linni et de la largeur de lorice. La gure 4.7 montre la variation
de Cc en fonction de linverse du nombre de Weber : On remarque que le coe¢ cient Cc croît
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lorsque  est croît. Dans le cas où la gravité et la tension de surface sont nulles ( g = 0 et
T = 0 ), lauteur Batchelor [5] en 1967 ( page 497 ) a calculé explicitement le coe¢ cient de





Le¤et de la tension de surface pour ( F ! 1 ) sur la forme de la surface libre CD est
représentée dans la gure (FIG.4.8). Lorsque  !1; la forme de la surface libre tends vers
une droite déquation y = yC :
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Fig. 4.4 Forme de la surface libre pour a)  = 0:7; F r = 2 b)  = 10; F r = 2: La èche
indique la position du point de séparation C où lécoulement quitte louverture du barrage.
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Fig. 4.5 Forme de la surface libre pour c)  = 1; F r = 2:5 d)  = 1; F r = 1: La èche
indique la position du point de séparation C où lécoulement quitte louverture du barrage.
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Fig. 4.6 Forme de la surface libre pour  = 5; F r = 1:5 et C = 0:075:
Fig. 4.7 La variation du degré de contraction Cc en fonction de linverse du nombre de
Weber :
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Fig. 4.8 Le¤et de la tension de surface sur la forme de la surface libre à droite CD:
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Conclusion
Les problèmes des écoulements à surface libre sont très di¢ ciles et même impossible à résoudre
explicitement, surtout si on inclut les e¤ets de la tension de surface ou la force de gravité,
cela est due a la non linéarité de la condition au bord de léquation de Bernoulli, sur une
surface qui est de forme inconnue. dans cette thèse on a étudié trois problèmes qui ont été
résolus numériquement par la méthode déquation intégro-di¤érentielle. Les solutions de ces
problèmes sont caractérisées par linverse du nombre de Weber  et le nombre de Froude Fr.
Dans le chapitre 2 on a étudié le problème dun écoulement potentiel, bidimensionnel dun
uide incompressible et non visqueux, sur une dépression de forme triangulaire, on a constaté
que la solution existe et unique pour chaque valeur du nombre  et pour chaque valeur du
nombre de Froude Fr. Les résultats sont présentés pour  > 0 (resp.  < 0) voir Fig 2.5-Fig
2.10.
Dans Le chapitre 3 on a présenté létude du problème dun écoulement potentiel, bidi-
mensionnel, passant au-dessus de deux triangles isocèles. Le problème après discrétisation se
réduit à un système algébrique de N équations non linéaires quil a résolu par la méthode de
Newton. Les résultats présentés (voir Fig 3.4-Fig 3.6) ont trouvés et discutés pour di¤érentes
valeurs de ; Fr pour  =  
4
:
Dans le chapitre 4 on a étudié le problème dun écoulement bidimensionnel, irrotationnel




Le problème considéré est caractérisé par la condition non linéaire donnée par léquation de
Bernoulli sur la surface libre qui est de forme inconnue. Ce problème a été déjà étudié par
J. M. Vanden-Broeck [44] et P. Guayjarernpanishk [20]. Il existe deux surfaces libres avant
et après louverture du barrage. Les résultats dépendent des deux paramètres langle  et le
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point C : Notons que la forme de la surface libre à gauche contient des ondes, par contre
celle de droite ne contient pas. On remarque que, lorsque le nombre de Froude Fr est plus
grand, lamplitude des ondes devient plus petite voir Fig 4.4-Fig 4.6. Aussi le coe¢ cient de
contraction Cc décroît lorsque le nombre de Froude Fr décroît et lorsque la tension de surface
tends vers linni la forme de la surface libre saplatie et tends vers une droite horizontale
parallèle à laxe x0Ox .
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Annexe A : Abbreviations et Méthode
de Newton
Opérateur gradient : Soit u une application deRn dansR, di¤érentiable en x = (x1; x2;    ; xn).
On appel gradient de u en x le vecteur
  !




). Le gradient de u en x est
noté
  !
grad u(x) = ru(x)
Opérateur divergence : Soit V = (v1; :::; vn). On appel divergence de V et on note div le




Opérateur laplacien : Soit u un champ scalaire. On appel laplacien de u et on note u le







Opérateur rotationnel : Soit V = (v1; v2; v3). On appel rotationnel de V et on note rot le
champ de vecteur dont les composantes sont données par :




























4.6 Méthode de Newton
La méthode de Newton consiste à résoudre le système déquations non linéaire suivant :
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8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
f1 (x1; x2; ::::::; xn) = 0
f2 (x1; x2; ::::::; xn) = 0
f3 (x1; x2; ::::::; xn) = 0
:::::::::::::::::::::::::
fn (x1; x2; ::::::; xn) = 0
(S.1)
où les fi sont fonctions réelles non linéaires des variables x1; x2; :::::::; xn. On peut noter le
système suivant sous la forme :
F (X) = 0 où X = (x1; x2; :::::::; xn)
t 2 IRn
Le problème est donc de trouver un ensemble de n valeurs réelles :





t vériant simultanément les n équations du système (S:1): Notons que
si chaque fonction fi est continue et continûment di¤érentiable alors, par un développement
































+ :::::: = 0 pour i = 1; 2; ::::; n




p  2 , sont négligeables.














i = 1; 2; :::::; n (S.3)
ou en terme matriciel
E(k):X(k) = F (k) (S.4)
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i = 1; 2; :::::::; n









Léquation (S:4) est un système linéaire, où toutes les quantités sont connues sauf les X(k).
En utilisant la méthode de Jordon avec stratégie du pivot total implicite pour déterminer
les X(k) dont on présentera dans la suite son algorithme. X(k) est lestimé de lerreur
commise en approximant X par X(k). On peut donc obtenir un meilleur estimé X(k+1) de
X par
X(k+1) = X(k) +X(k) (S.5)
On continue jusquà ce que
fi  X(k+1) < :
4.6.1 Algorithme de Newton pour la résolution de systèmes non
linéaires F(X)=0











i = 1; 2; :::::::; n



























i = 1; 2; :::::::::; n
4. Sifi  X(k+1) < 	 i = 1; 2; :::::::::; n
est vérié, arrêter
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4.6.2 Résolution dun système linéaire AX = b par la méthode de
Jordon avec stratégie du pivot total implicite
Algorithme :
 Choix du pivot
pk = alkck où alkck = max
ij
jaijj
i = 1; 2; :::::::::; n i 6= l1; l2; :::::::; lk 1
j = 1; 2; :::::::::; n j 6= c1; c2; :::::::; ck 1





j = 1; 2; :::::::::; n+ 1
 Réduction
w = aick
aij = aij   walkjg j = 1; 2; :::::::::; n+ 1
9>=>; i = 1; 2; :::::::::; n et i 6= lk
 Remise en ordre
xck = alk;n+1 k = 1; 2; :::::::::; n
4.7 Méthode de trapèze
Soit lintégrale sous forme : Z b
a
f (x) dx
où f est une fonction de classe C2 sur lintervalle [a; b] (cest-à-dire deux fois dérivable et de
dérivée seconde continue sur [a; b] ) dont on calcul lintégrale précédente numériquement sur
[a; b]. Soit n > 0 un entier et x0 = a < x1 < x2 << xn = b une subdivision régulière de
[a; b] (cest-à-dire telle que pour tout i; xi+1   xi = b  a
n
) voir gure ci-dessous.
La méthode des trapèzes consiste à remplacer f sur chaque intervalle [xi; xi+1] par une
fonction a¢ ne. Sur chaque intervalle [xi; xi+1] la fonction f continue et dérivable sur [a; b]
est substituée par la droite joignant les points (xi; f(xi)) et (xi+1; f(xi+1)) :
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Le schéma numérique de la méthode du trapèze est donné par :
Z b
a
f (x) dx =
h
2




où h est le pas : h =
b  a
n
: Et aussi on écrit lintégrale précédente sous forme :
Z b
a









si j = 0; n
1 sinon
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